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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû
Êðàåâûå çàäà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà îïèñûâàþò áîëüøîé êëàññ ôèçè-
÷åñêèõ ìîäåëåé, ñâßçàííûõ ñ ïðîáëåìàìè ðàñïðîñòðàíåíèß âîëí ðàçëè÷íîé
ïðèðîäû. Ïðè ýòîì â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñß, êàê
ïðàâèëî, ÷èñëåííî, àíàëèòè÷åñêèå æå ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè ïîßâëßþòñß
äîñòàòî÷íî ðåäêî.
Îäíèì èç íàèáîëåå ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ ïðèâëå÷åíèß ê ìîäåëèðî-
âàíèþ ôèçè÷åñêèõ ßâëåíèé íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ßâëßåòñß ìàòå-
ìàòè÷åñêàß ìîäåëü RCLG àâòîãåíåðàòîðà ñ îòðåçêîì äëèííîé ëèíèè â öåïè
îáðàòíîé ñâßçè. Ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà è ÷àñòè÷íî ðåøåíà À.À. Âèò-
òîì1. Îíà ñîñòîèò èç ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ãèïåðáîëè-
÷åñêîãî òèïà, à íåëèíåéíîñòü ñîäåðæèòñß â êðàåâûõ óñëîâèßõ. Ïðè ðåøåíèè
ïðîáëåìû Âèòò èñïîëüçîâàë ìåòîä ìåäëåííî ìåíßþùèõñß ôàç è àìïëèòóä è
íà ýòîì ïóòè ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëß ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøå-
íèé èçó÷àåìîé çàäà÷è. Âèä àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë ïîçâîëèë, êðîìå òîãî,
çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè ïîäõîäßùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ äàííàß êðàåâàß çàäà÷à
ìîæåò îáëàäàòü ïðîèçâîëüíûì íàïåðåä çàäàííûì ÷èñëîì öèêëîâ. Òàêîå ßâ-
ëåíèå ïðèîáðåëî íàçâàíèå áóôåðíîñòè, è ïîä íèì â íàñòîßùèé ìîìåíò ïîíè-
ìàþò ñîñóùåñòâîâàíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñêîëü
óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ àòòðàêòîðîâ (öèêëîâ, òîðîâ è ò.ä.) Ñëå-
äóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Âèòòîì, áûëè â çíà÷èòåëüíîé
ñòåïåíè ýâðèñòè÷åñêèìè, ïîñêîëüêó îòñóòñòâîâàë íåîáõîäèìûé ìàòåìàòè÷å-
ñêèé àïïàðàò äëß èõ îáîñíîâàíèß.
Â öåëîì, íåëèíåéíûå êðàåâûå çàäà÷è ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà äîâîëüíî
äîëãî èçó÷àëèñü ëèøü â êâàçèëèíåéíîé ïîñòàíîâêå. Òàêîé ïîäõîä ïîäðîáíî
èçëîæåí è îáîñíîâàí, íàïðèìåð, â êíèãå Þ.À. Ìèòðîïîëüñêîãî è Á.È. Ìî-
ñååíêîâà2. Áèôóðêàöèîííûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà
íà÷àëè èçó÷àòüñß ëèøü â êîíöå ïðîøëîãî âåêà â ðàáîòàõ Þ.Ñ. Êîëåñîâà,
À.Þ. Êîëåñîâà è Ñ.À. Êàùåíêî.
Îñíîâíàß òðóäíîñòü, ñ êîòîðîé ïðèõîäèòñß ñòàëêèâàòüñß â ýòîé ñèòóàöèè,
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ ñ÷åòíîå ÷èñëî
òî÷åê ñïåêòðà îïåðàòîðà ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è ëåæàò íà ìíèìîé îñè. Òåì
ñàìûì ðåàëèçóåòñß òàê íàçûâàåìîå áåñêîíå÷íîìåðíîå âûðîæäåíèå. Îäíîé

















1Âèòò À.À. Ðàñïðåäåëåííûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ñèñòåìû // Æóðí. òåõíè÷. ôèçèêè.  1934.  Ò.4,  1.
 Ñ. 144 - 157.
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ñ êðàåâûìè óñëîâèßìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà íà ãðàíèöàõ îòðåçêà èçìåíåíèß
ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé x. Çäåñü u(t; x)  ñêàëßðíàß ôóíêöèß, îïðåäå-
ëåííàß ïðè t  t0; 0  x  1, "  ïîëîæèòåëüíûé ìàëûé ïàðàìåòð, a > 0;
f(u; v)  ñêàëßðíàß ôóíêöèß èç C1; ïîðßäêà ìàëîñòè â íóëå âûøå ïåðâîãî.
Êàê èçâåñòíî, öåïî÷êè è ðåøåòêè ñâßçàííûõ ãåíåðàòîðîâ ñ ñîñðåäîòî÷åí-
íûìè ïàðàìåòðàìè ßâëßþòñß ïîëåçíûìè ôèçè÷åñêè ñîäåðæàòåëüíûìè ìîäå-
ëßìè, ïîçâîëßþùèìè âûßñíèòü ðßä çàêîíîìåðíîñòåé ðàçâèòèß ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîãî õàîñà â ñïëîøíûõ ñðåäàõ3. Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, â êà-
÷åñòâå îòäåëüíî âçßòîãî çâåíà öåïî÷êè (ïàðöèàëüíîé ñèñòåìû) ðàññìàòðèâà-
åòñß ãåíåðàòîð, îïèñûâàþùèéñß ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ åäèíñòâåííûì óñòîé÷èâûì öèêëîì. Îäíàêî â ñëó÷àå âîëíîâûõ
óðàâíåíèé äëß òîãî, ÷òîáû äîáèòüñß òðåáóåìîãî ýôôåêòà, âîâñå íå îáßçà-
òåëüíî áðàòü öåïî÷êó èç áîëüøîãî ÷èñëà çâåíüåâ, êàê ýòî îáû÷íî äåëàåòñß â
ñëó÷àå ñîñðåäîòî÷åííûõ îñöèëëßòîðîâ. Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñß íåêîòîðûì
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûì èõ êîëè÷åñòâîì. Â ñâßçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëßåò èí-














); j = 1; 2; 3; u0 = u3; (2)
ñ êðàåâûìè óñëîâèßìè Äèðèõëå èëè Íåéìàíà. Çäåñü âåëè÷èíà " õàðàêòåðè-
çóåò ñëàáóþ ñâßçü ìåæäó ãåíåðàòîðàìè.
Öåëü ðàáîòû
Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ßâëßåòñß èçó÷åíèå äèíà-
ìè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ (1) â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ è
ñ ðàçëè÷íûìè íåëèíåéíîñòßìè f(u; v), à òàêæå ñèñòåì (2) ñâßçàííûõ â êîëüöî
îñöèëëßòîðîâ òàêîãî òèïà. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëßåòñß óñëîâèßì âîçíèêíîâå-
íèß ßâëåíèß áóôåðíîñòè â ýòèõ çàäà÷àõ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß
Ìåòîäîì ðåøåíèß áèôóðêàöèîííûõ çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì âûðîæäå-
íèåì ßâëßåòñß ìåòîä êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé â ðàáî-
òå Þ.Ñ. Êîëåñîâà 4 äëß óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ìàëîé äèôôóçèåé,
à çàòåì îáîñíîâàííûé è ðàñïðîñòðàíåííûé íà óðàâíåíèß ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà è íà ñèíãóëßðíî âîçìóùåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß ñ çàïàç-
äûâàíèåì (Ñ.À. Êàùåíêî5, À.Þ. Êîëåñîâ, Í.Õ. Ðîçîâ6). Ñëåäóåò îòìåòèòü,
3Àíèùåíêî, B.C. Ñëîæíûå êîëåáàíèß â ïðîñòûõ ñèñòåìàõ.  Ì.: Íàóêà, 1990.
4Êîëåñîâ Þ.Ñ. Ìåòîä êâàçèëèíåéíûõ ôîðì â çàäà÷å îá óñòàíîâèâøèõñß ðåæèìàõ ïàðàáîëè÷åñêèõ
ñèñòåì ñ ìàëîé äèôôóçèåé // Óêð. ìàòåì. æóðí.  1987.  Ò. 39,  1.  Ñ. 28 - 34.
5Êàùåíêî Ñ.À. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà íîðìàëèçàöèè ê èçó÷åíèþ äèíàìèêè äèôôåðåíöèàëüíî-
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëûì ìíîæèòåëåì ïðè ïðîèçâîäíîé // Äèô. óðàâíåíèß.  1989.  Ò.25,  2.
 Ñ. 262  270.
6Êîëåñîâ À.Þ., Ðîçîâ Í.Õ. Èíâàðèàíòíûå òîðû íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé  Ì., 2004.
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÷òî, â îòëè÷èå îò ìåòîäà íîðìàëüíûõ ôîðì, ýòîò ìåòîä íå ïîçâîëßåò àâ-
òîìàòè÷åñêè ðàñïðîñòðàíßòü ñâîéñòâà ðåøåíèé êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû íà
ðåøåíèß èñõîäíîé çàäà÷è. Äëß îáîñíîâàíèß òàêîãî ñîîòâåòñòâèß íåîáõîäèìî
îöåíèâàòü íåâßçêó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèß ðåøåíèß, ïîëó÷åííîãî íà
îñíîâå ãðóáûõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ íîðìàëèçîâàííîé ñèñòåìû.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíî ðåøåíèå íåñêîëüêèõ áèôóðêàöè-
îííûõ çàäà÷ äëß óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Íàé-
äåíû óñëîâèß âîçíèêíîâåíèß â ýòèõ çàäà÷àõ ßâëåíèß áóôåðíîñòè.
Ïîëîæåíèß, âûíîñèìûå íà çàùèòó
1. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü äâóõìîäîâîãî öèêëà òåëåãðàô-
íîãî óðàâíåíèß ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè
ïðè íàëè÷èè âíóòðåííåãî ðåçîíàíñà 1:2.
2. Èññëåäîâàíà ñèñòåìà òðåõ íåëèíåéíûõ òåëåãðàôíûõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé
îäíîíàïðàâëåííîé ñâßçüþ, ïîëó÷åíû óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß è óñòîé÷è-
âîñòè öèêëîâ ñèñòåìû; â ðàìêàõ çàäà÷è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî ßâëåíèå
áóôåðíîñòè.
3. Ïîêàçàíî íàëè÷èå áóôåðíîñòè â ñèñòåìå òðåõ îäíîíàïðàâëåííî ñâßçàí-
íûõ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé áåç êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè.
4. Ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÷èñëåííîãî àíàëèçà äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì Tracer3.
5. Îáîñíîâàí ìåòîä äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêè îïðåäåëåíèß ñòàðøåãî
ëßïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëß äëß îòîáðàæåíèé.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü ðàáîòû
Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü
èñïîëüçîâàíû äëß àíàëèçà ñèñòåì íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Ïðåä-
ñòàâëåííûé â ïîñëåäíåé ÷àñòè ðàáîòû ïðîãðàììíûé ïðîäóêò (Tracer3) ìîæåò
íàéòè è íàõîäèò ïðèìåíåíèå â êà÷åñòâå èëëþñòðàòèâíîãî ìàòåðèàëà â ó÷åá-
íîì ïðîöåññå è â êà÷åñòâå èññëåäîâàòåëüñêîãî èíñòðóìåíòà ïðè ÷èñëåííîì
àíàëèçå èíâàðèàíòíûõ ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïðî-
ãðàììíûé ïàêåò Tracer3 äîñòóïåí íà ñàéòå http://www.tracer3.narod.ru.
Àïðîáàöèß ðàáîòû
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ
êîíôåðåíöèßõ:
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1. XXVII Êîíôåðåíöèß ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2005;
2. XXVIII Êîíôåðåíöèß ìîëîäûõ ó÷åíûõ ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëî-
ìîíîñîâà, Ìîñêâà, 2006 (Â ðàìêàõ îáùåóíèâåðñèòåòñêîé êîíôåðåíöèè
ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ-2006¿.);
3. VIII Êðûìñêàß ìåæäóíàðîäíàß ìàòåìàòè÷åñêàß øêîëà ¾Ìåòîä ôóíê-
öèé Ëßïóíîâà è åãî ïðèëîæåíèß¿ (ÌÔË-2006), Êðûì, Àëóøòà, 2006.
Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè èçëîæåíû íà ðßäå çàñåäàíèé
ñåìèíàðà êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà ¾Íåëèíåéíàß äèíàìèêà è ñèíåð-
ãåòèêà¿, à òàêæå îáñóæäàëèñü â ñåìèíàðå ¾Ìîäåëèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå
íåéðîííûõ ñåòåé¿ êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ ñåòåé ßðîñëàâñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà.
Ïóáëèêàöèè
Ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóáëèêîâàíî 8 ðàáîò: 5 ñòàòåé è 3 òåçè-
ñîâ äîêëàäîâ. Èç ðàáîò, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî, â äèññåðòàöèþ âêëþ÷åíû
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå àâòîðîì.
Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè
Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷åòûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèß
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 52 íàèìåíîâàíèß. Äèññåðòàöèß ñîäåðæèò
13 ðèñóíêîâ è îäíî ïðèëîæåíèå. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 96
ñòðàíèö.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñß àêòóàëüíîñòü ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèß,
ïðèâîäßòñß åãî öåëè è çàäà÷è. Êðîìå òîãî, â íåì ñîäåðæèòñß îáçîð ëèòå-
ðàòóðû, ñâßçàííîé ñ òåìàòèêîé äèññåðòàöèè, à òàêæå ïðèâîäèòñß ñòðóêòóðà
ðàáîòû.
Ïåðâàß ãëàâà ïîñâßùåíà ïðîáëåìå áèôóðêàöèé ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
íåëèíåéíîãî òåëåãðàôíîãî óðàâíåíèß ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè Äè-
ðèõëå â êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå a = ank =
p
3=((2k + 1)2   4n2).
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó:
utt + u = a

















Wi2  ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ íóëåâûìè
ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè èç (3).
Ëèíåàðèçóåì óðàâíåíèå èç (3) ïðè  = 0. Ïîëó÷åííàß çàäà÷à äîïóñêàåò
ðåøåíèß âèäà u(t; x)= e i!nt sin(nx), ñ ÷àñòîòàìè !n=
p
1+a2n2, n = 1; 2; : : :
Äîïóñòèì, ÷òî äëß íåêîòîðîãî k  n èìååò ìåñòî ðåçîíàíñ
2!n = !2k+1; (4)
òî åñòü a = ank =
p
3=((2k + 1)2   4n2).
Òðåáóåòñß íàéòè ïðè äàííîì óñëîâèè ïðèáëèæåíèå öèêëà çàäà÷è (3), áè-
ôóðöèðóþùåãî èç íóëåâîãî ðåøåíèß íà ìîäàõ sinnx è sin(2k + 1)x.
2. Àëãîðèòìè÷åñêàß ÷àñòü.
Ïðîèçâåäåì â çàäà÷å (3) ïîäñòàíîâêó
u = u1(t; ﬁ; x) + 
3u2(t; ﬁ; x) + : : : ; ﬁ = 
2t; (5)
ãäå u1 çàäàåòñß âûðàæåíèåì





Ïðèðàâíèâàß êîýôôèöèåíòû ïðè 3, ïîëó÷èì çàäà÷ó íà u2:
@2u2
@t2






















sti!n + Bs(ﬁ; x)e
 sti!n): (7)
Ïîäñòàâèâ (7) â (6), ìû ïîëó÷èì øåñòü êðàåâûõ çàäà÷:
(1  s2!2n)Bs(ﬁ; x)  a2nkBs xx(ﬁ; x) = s(ﬁ; x);
Bs(ﬁ; 0) = Bs(ﬁ; ) = 0; 1  s  6: (8)
Ïðè s = 1; 2 çàäà÷è âñåãäà âûðîæäåíû: ó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì îäíîðîäíûõ
ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèß sinnx è sin(2k + 1)x ñîîòâåòñòâåííî.
Óñëîâèß èõ ðàçðåøèìîñòèZ 
0
1(ﬁ; x) sinnx dx = 0;
Z 
0
2(ﬁ; x) sin(2k + 1)x dx = 0
äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé íà z1(ﬁ) è z2(ﬁ):
z01 + z2z1 + z1z2z2=4 + 3z
2
1z1=16 = 0;







ãäå  = 4n2=((1 + 2k)(1 + 2k + 2n)(1 + 2k   2n)).
Çàäà÷è ïðè s = 5; 6 çàâåäîìî ðàçðåøèìû, ñëó÷àè s = 3; 4 îòëè÷àþòñß îò
óêàçàííûõ âûøå ïðèñóòñòâèåì â ïðàâîé ÷àñòè êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ, è â
ñëó÷àå âûðîæäåííîñòè óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè äëß íèõ íå ìîæåò áûòü âûïîë-





(16!n   1)=a2nk ßâëßþòñß öåëûìè. Ìîæíî çàïèñàòü ýòè óñëîâèß òàê:
3!n 6= !r; 4!n 6= !r: (10)




i'0; z2 =  02e2i'0;




61  13=(5p3), 02 = 2(9 
p
61)=5.
Òåïåðü, ñ÷èòàß, ÷òî âñå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè âûïîëíåíû, ìû ìîæåì ëåã-
êî íàéòè ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷ (8). Îòìåòèì, ÷òî u2 ßâëßåòñß îãðàíè÷åííîé
ôóíêöèåé; åå ßâíûé âèä â äàëüíåéøåì íå ïîíàäîáèòñß.
Òàêèì îáðàçîì, äëß èñõîäíîé çàäà÷è (3), îáëàäàþùåé ðåçîíàíñîì (4), ïðè
óñëîâèè (10) ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå ïðèáëèæåíèå öèêëà. Ïîñêîëüêó ïàðàìåòð
'0 îòâå÷àåò çà ñäâèã ïî öèêëó, â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü åãî ðàâíûì íóëþ.
3. Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè. Ëèíåàðèçóåì íà ðåøåíèè (5) çà-
äà÷ó (3):

















Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, îòâå÷àþùèõ çà óñòîé÷èâîñòü öèêëà,
áóäåì ïðîèçâîäèòü ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Âíà÷àëå íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèå ïîêàçàòåëè äëß ìîä, ÷àñòîòû êîòîðûõ íàõîäßòñß â ðåçîíàíñíîì ñîîòíî-
øåíèè (4). Ñäåëàåì çàìåíó
h = (V0 + 
2V1) exp(
2Dt):
Çäåñü V1, V2 è D - ñîîòâåòñòâåííî âåêòîð-ñòðîêè è ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 4:
V0 = (exp(i!nt) sinnx; exp( i!nt) sinnx;
exp(2i!nt) sin(2k + 1)x; exp( 2i!nt) sin(2k + 1)x);




d1;1 d1;2 d1;3 d1;4
d1;2 d1;1 d1;4 d1;3
d3;1 d3;2 d3;3 d3;4




Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèß â óðàâíåíèå (11), è ïðèðàâíßåì â ïåðâîé è
òðåòüåé êîìïîíåíòàõ âåêòîðà êîýôôèöèåíòû ïðè 2; â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì















â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èì 16 êðàåâûõ çàäà÷ âèäà:
(1  s2!2n)B(1)s (x)  a2n;kB(1)s (x) = i!n(1)s (x);  3  s  5; s 6= 0;
(1  s2!2n)B(2)s (x)  a2n;kB(2)s (x) = i!n(2)s (x);  2  s  6; s 6= 0:
(12)
Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ýòèõ çàäà÷ ïðè s =  2; 1; 1; 2 ìîæíî íàéòè
çíà÷åíèß âñåõ ýëåìåíòîâ ïåðâîãî è òðåòüåãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû D, êîòîðûìè
îíà îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß. Ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ýòîé ìàòðèöû îäíî
ðàâíî íóëþ, è òðè  îòðèöàòåëüíû.
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèé (10) îñòàëüíûå çàäà÷è (12) òàêæå ðàçðåøè-




5 îòëè÷àþòñß îò çàäà÷è íà ñëàãàåìîå B5, âõîäßùåå






Íà ïðî÷èõ ìîäàõ (sinmx; m 6= n; m 6= 2k + 1) ðàñ÷åò ïîêàçàòåëåé áó-
äåì ïðîèçâîäèòü â îäíî÷àñòîòíîì âèäå, äëß ÷åãî ñäåëàåì â (11) ñëåäóþùóþ
çàìåíó:
h = (sinmx+ 2ﬀm(t; x)) exp((i!m + 
2m)t):
Ïðèðàâíßâ êîýôôèöèåíòû ïðè 2, ïîëó÷èì çàäà÷ó íà ﬀm:
ﬀmtt(t; x) + 2i!mﬀmt(t; x) + (1  !2m)ﬀm(t; x)  a2n;kﬀmxx(t; x) =
= sinmx(a1(t; x) + i!ma2(t; x)  2i!mm);
ﬀm(t; 0) = ﬀm(t; ) = 0:
Ïðåäñòàâëßß ﬀm â âèäå ﬀm =
4P
s= 4
Bms (x) exp(si!nt), ðàçáèâàåì çàäà÷ó íà
äåâßòü, óñëîâèß èõ ðàçðåøèìîñòè ïðè s = 0 äàäóò äëß m âûðàæåíèå: m =
 (1 + 2)=2; m 6= n; m 6= 2k + 1; à äëß îñòàëüíûõ s ïðåâðàòßòñß â óñëîâèß
íåðåçîíàíñíîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:
!m  s!n 6= !p;  4  s  4; s 6= 0: (13)
Èòàê, âñå ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îòðèöàòåëüíû, êðî-
ìå îäíîãî íóëåâîãî. Ïðîäåëàííûå âûêëàäêè ïîçâîëßþò ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.
9
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (4), (10), (13). Òîãäà ñóùåñòâóåò
0 > 0, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ 0 <   0 êðàåâàß çàäà÷à (3) èìååò ýêñïîíåí-
öèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé öèêë ñ àñèìïòîòèêîé (5).
Âî âòîðîé ãëàâå ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèß ñèñòå-
ìû òðåõ íåëèíåéíûõ òåëåãðàôíûõ óðàâíåíèé è ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû ñ äàííîé àñèìïòîòèêîé. Òàêæå ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàíà ðåàëèçàöèß â ðàìêàõ çàäà÷è ßâëåíèß áóôåðíîñòè.
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó, ïðåäñòàâëßþùóþ ñîáîé


































Wi2(0; )  ñîáîëåâñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè èç (14).
Ëèíåàðèçóåì â íóëå óðàâíåíèå èç (14) ïðè " = 0. Ïîëó÷åííàß çàäà÷à
äîïóñêàåò ðåøåíèß âèäà u(t; x) = ei!nt cos(nx), ñ ÷àñòîòàìè !n =
p
1 + a2n2,
n = 1; 2; : : :
Â ïåðâóþ î÷åðåäü ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèå öèêëà çàäà÷è (14), áèôóðöè-
ðóþùåãî èç íóëåâîãî ðåøåíèß íà ìîäàõ (1; 0; 0)T cos(nx), (0; 1; 0)T cos(nx),
(0; 0; 1)T cos(nx) äëß íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî n, à çàòåì ïîêàæåì åãî ñó-
ùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü.
Àëãîðèòìè÷åñêàß ÷àñòü. Âûïîëíèì â (14) ïîäñòàíîâêó
uj(t; x) = "
1=2uj;1(t; ﬁ; x) + "uj;2(t; ﬁ; x) + "
3=2uj;3(t; ﬁ; x)+
+"2uj;4(t; ﬁ; x) + o("





è ïðèðàâíßåì êîýôôèöèåíòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíßõ ". Ïðè "1=2 ïî-























Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå, êàêîé èìååò ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (16):







Çàäà÷à íà Aj(x) âûðîæäåíà, åñëè äëß íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m > 2n âû-
ïîëíåíî 2!n = !m, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå: a =
p
3=(m2   4n2): Â ñëó÷àå
íåâûðîæäåííîñòè ðåøåíèå åäèíñòâåííî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèß òàêæå
ñóùåñòâóþò.
Íà ñëåäóþùåì øàãå ïðîßâëßåòñß âëèßíèå ñâßçè îñöèëëßòîðîâ. Ïðèðàâíßâ
êîýôôèöèåíòû ïðè "3=2, ïîëó÷èì:
@2uj;3
@t2
+ uj;3   a2@
2uj;3
@x2


























Ïðàâàß ÷àñòü ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ïåðâîé è òðåòüåé
ãàðìîíèê ïî t, ïîýòîìó ðåøåíèå èùåì â âèäå
uj;3 = B(ﬁ; x)e
i!nt + C(ﬁ; x)e3i!nt + B(ﬁ; x)e i!nt + C(ﬁ; x)e 3i!nt:
Ïîëó÷åííàß òàêèì îáðàçîì çàäà÷à íà B âñåãäà âûðîæäåíà, ñîîòâåòñòâóþùåå




+ izj 1   (3
8
+ i
)z2j zj; j = 1; 2; 3; z0 = z3; (17)






n   1)). Ìîæíî íàéòè ðåøåíèå
óðàâíåíèß (17) â âèäå àâòîìîäåëüíîãî öèêëà:
zj(ﬁ) = e
iﬃﬁ+2i(j 1)=3; (18)
êîòîðîå ñóùåñòâóåò ïðè  > 1=
p
3, è óñòîé÷èâîñòü êîòîðîãî ãàðàíòèðóåòñß
íåðàâåíñòâîì:



















Çàäà÷à íà C ðàçðåøèìà âñåãäà. Íàêîíåö, çàäà÷à íà u4 èìååò âèä:
@2uj;4
@t2





































Ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è ãàðàíòèðóåòñß óñëîâèåì
a2 6= 1=(2n)2: (20)
Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàß âûïîëíåííûì óñëîâèå (20) è ïîäñòàâèâ â (15) âû-
ðàæåíèß äëß uj;2, uj;3, uj;4, ó÷èòûâàß (18), ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííîå
(ñ òî÷íîñòüþ äî "5=2 ïî íåâßçêå) ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (14).
Ëèíåéíûé àíàëèç . Ëèíåàðèçóåì íà ïîñòðîåííîì ïðèáëèæåíèè öèêëà ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé èç (14), ïîëó÷èì:
@2h
@t2



























Çäåñü h = (h1; h2; h3)
T , A1, A2, B1, B2  äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ ïåðèîäè-
÷åñêèìè ïî t, ﬁ ýëåìåíòàìè, à ìàòðèöà A3 èìååò âèä A3 =
0




äàííîé çàäà÷è âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: äëß ðàñ÷åòà ïîêàçàòåëåé, îòâå÷àþùèõ ãåíåðèðóåìûì ìîäàì, ïðîèçâåäåì
ïîäñòàíîâêó
h = (V0(t; ﬁ; x) +
p
"V1(t; ﬁ; x) + "V2(t; ﬁ; x)) exp("Dt);
V0 =
0
@ w0 w0 0 0 0 00 0 w0 w0 0 0
0 0 0 0 w0 w0
1
A ; w0 = ei(!nt+ﬃﬁ) cos(nx);
ãäå V1, V2 è D  ìàòðèöû ðàçìåðà 3 íà 6 è 6 íà 6 ñîîòâåòñòâåííî, ýëåìåíòû
êîòîðûõ ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïðèðàâíèâàß îäèíàêîâûå ñòåïåíè ", ïîëó-
÷èì íàáîð çàäà÷ äëß îïðåäåëåíèß V1 è V2, à èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷
äëß ýëåìåíòîâ V2 îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß ìàòðèöà D. Ñðåäè ñîáñòâåííûõ
÷èñåë ìàòðèöû D èìååòñß îäíî íóëåâîå, à âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè îñòàâ-





Ðàñ÷åò ïîêàçàòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäàì cos(mx), m = 1; 2; : : : ,
m 6= n ïðîèçâåäåì â îäíî÷àñòîòíîì âèäå: ïîäñòàâèì â (11) ñëåäóþùåå âûðà-
æåíèå:
h = ei!mt(cos(mx)I +
p
"V1;m(t; ﬁ; x) + "V2;m(t; ﬁ; x)) exp("Dmt);
â êîòîðîì I  åäèíè÷íàß, à V1;m, V2;m, Dm  ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ìàò-
ðèöû ðàçìåðîì 3 íà 3. Ïîñëå ïðèðàâíèâàíèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíåé "
óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ äëß ýëåìåíòîâ V1;m ïðèâîäßò
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ê íåðàâåíñòâàì âèäà (!m!n)2 !2mn 6= 0, ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ ïðîâåðß-
åòñß íåïîñðåäñòâåííî. Èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ íà V2;m îïðåäåëßþòñß
ýëåìåíòû ìàòðèö Dm, äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ
îòðèöàòåëüíû ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè äâóõ óñëîâèé: âî-ïåðâûõ,
a2 <
5
3n2   8 (21)













Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (19), (20), (21), (22). Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò "0 > 0, òàêîå ÷òî çàäà÷à (14) ïðè ëþáîì 0 < "  "0 èìååò ýêñïî-
íåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé öèêë ñ àñèìïòîòèêîé (15), (18).
Áóôåðíîñòü â ðàìêàõ çàäà÷è (14) ðåàëèçóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî
ëþáîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n0 ìû ìîæåì ïîäîáðàòü,
 âî-ïåðâûõ, äîñòàòî÷íî áîëüøîå   òàêîå, ÷òî 8n  n0 âûïîëíßåòñß
óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèß àâòîìîäåëüíîãî öèêëà êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû
(17):
 = =2!n > 1=
p
3;
è òàêæå 8n  n0 âûïîëíßåòñß îäíî èç óñëîâèé îòðèöàòåëüíîñòè ñîá-
ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèö Dm (22);
 âî-âòîðûõ, äîñòàòî÷íî ìàëîå a ïîçâîëßåò äîáèòüñß âûïîëíåíèß âòîðîãî
óñëîâèß îòðèöàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèö Dm (21) äëß âñåõ
n  n0.
 â òðåòüèõ, ó÷èòûâàß âûáðàííîå a, óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà b ìû ìî-
æåì óäîâëåòâîðèòü íåðàâåíñòâó (19), ñäåëàâ óñòîé÷èâûì àâòîìîäåëü-
íûé öèêë ïðè 8n  n0;
Òàêèì îáðàçîì, äëß ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà öèêëîâ n0 ìîæíî
âûáðàòü ïàðàìåòðû òàê, ÷òî, ïðèìåíèâ ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî ðàç Òåîðåìó
2 è, âûáðàâ íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ äîñòàâëßåìûõ Òåîðåìîé 2 çíà÷åíèé "0,
ìû ïîëó÷èì, ÷òî âñå öèêëû çàäà÷è (14) äëß 8n  n0 áóäóò ñóùåñòâîâàòü è
ßâëßòüñß óñòîé÷èâûìè.
Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñß áóôåðíîñòü â ñèñòåìå òðåõ îäíîíàïðàâëåííî
ñâßçàííûõ îñöèëëßòîðîâ áåç êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòè.
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Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó, ïðåäñòàâëßþùóþ ñîáîé ñèñòåìó òðåõ îñöèë-
ëßòîðîâ ñ ìàëîé îäíîíàïðàâëåííîé ñâßçüþ è êðàåâûìè óñëîâèßìè Äèðèõëå:
@2uj
@t2




  bu3j   u2j
@uj
@t
; ujjx=0 = ujjx= = 0; (23)









Wi2(0; )  ñîáîëåâñêèå
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñ íóëåâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè èç (23). Èññëåäóåì
ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, áèôóðöèðóþùèõ èç
íóëåâîãî ñîñòîßíèß ðàâíîâåñèß ïðè " > 0, ìåòîäîì êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì.
Ëèíåàðèçóåì â íóëå óðàâíåíèå èç (23) ïðè " = 0. Ïîëó÷åííàß çàäà÷à äî-
ïóñêàåò ðåøåíèß âèäà uj(t; x) = e
i!nt sin(nx), ñ ÷àñòîòàìè !n =
p
1 + a2n2,
n = 1; 2; : : : Âûïîëíèì â (23) ïîäñòàíîâêó
uj(t; x) = "
1=2uj;1(t; ﬁ; x) + "































ãäå j = 1; 2; 3; n = 1; 2 : : : .
Êàê èçâåñòíî, â îáùåì ñëó÷àå àâòîìîäåëüíûì öèêëàì ñèñòåìû (25) ñ êî-
íå÷íûì ÷èñëîì íåíóëåâûõ êîìïîíåíò, òî åñòü ðåøåíèßì âèäà znj = je
iﬃﬁ ;
n = n1; n2; : : : ns, ñîîòâåòñòâóþò òîðû èñõîäíîé ñèñòåìû (23) ñ òåìè æå ñâîé-
ñòâàìè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè s = 1 óñëîâèß, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü èí-
âàðèàíòíîãî öèêëà çàäà÷è (23), ìîæíî ïîëó÷èòü â ßâíîì âèäå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (b2c20   1)=n2 < a2 < 7=(9n2   16),
ãäå c0 = const > 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò "0 > 0, òàêîå ÷òî çàäà÷à (23) ïðè
ëþáîì 0 < "  "0 èìååò ýêñïîíåíöèàëüíî îðáèòàëüíî óñòîé÷èâûé öèêë ñ
àñèìïòîòèêîé (24), ãäå zkj = 0; k 6= n.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîäõîäßùåì âûáîðå ïàðàìåòðà b, ìîæíî ïóòåì ñîãëàñî-
âàííîãî óìåíüøåíèß ïàðàìåòðîâ a è "0 äîáèòüñß óñòîé÷èâîñòè ñêîëü óãîäíî
áîëüøîãî ÷èñëà öèêëîâ çàäà÷è (23), òî åñòü â äàííîì ñëó÷àå òàêæå ðåàëèçó-
åòñß ßâëåíèå áóôåðíîñòè.
Â ïîñëåäíåé ÷àñòè ãëàâû 3 ðàññìîòðåíû äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû
(25). Àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî îò îðáèòàëüíî ýêñïî-
íåíöèàëüíî óñòîé÷èâîãî àâòîìîäåëüíîãî öèêëà ñèñòåìû (25) ïðè íàðóøåíèè
óñëîâèß (b2c20   1)=n2 < a2 ìßãêî îòâåòâëßåòñß îðáèòàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî
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óñòîé÷èâûé òîð (áèôóðêàöèß Àíäðîíîâà - Õîïôà). Äàëüíåéøåå èçìåíåíèå
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (25) ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ åå êîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ
è âîçíèêíîâåíèþ íåðåãóëßðíûõ êîëåáàíèé. Äëß óñòàíîâëåíèß äàííîãî ôàê-
òà èñïîëüçîâàëèñü ÷èñëåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ñîçäàííîãî
àâòîðîì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Tracer3, ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè âû÷èñëß-
ëèñü ëßïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (25). Ïîßâëåíèå â ñïåêòðå
ïîêàçàòåëåé ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû ñ÷èòàåòñß ýâðèñòè÷åñêèì ïðèçíàêîì
âîçíèêíîâåíèß õàîñà â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå.
Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò öèêëîâ è òîðîâ ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòè äëß
ïîäîáíûõ íåðåãóëßðíûõ ðåæèìîâ íå ñóùåñòâóåò ìåòîäîâ îáîñíîâàíèß ñîîò-
âåòñòâèß ìåæäó ðåøåíèßìè ñèñòåìû (25) è çàäà÷è (23), è íàëè÷èå ñëîæíîãî
ïîâåäåíèß ó èñõîäíîé çàäà÷è (23) îñòàåòñß â ðàìêàõ ãèïîòåç.
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îïèñàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ Tracer3, åãî ôóíêöèè è
âîçìîæíîñòè, ïðèâåäåíî îáîñíîâàíèå ìåòîäà äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêè
âû÷èñëåíèß ñòàðøåãî ëßïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëß.
Â îáùåì âèäå ðàññìàòðèâàåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñî ñâîèìè ëèíåà-
ðèçîâàííûìè ñèñòåìàìè âûãëßäßò òàê:
xn+1 = f(xn) ; x0 = w ; xn 2 Rm; f 2 C1; (26)
un+1 = f
0(x)jx=xn  un ; u0 = w ; kwk = 1; (27)
äëß îòîáðàæåíèé, è
x0 = g(x) ; x(0) = w ; x 2 Rm; g 2 C1; (28)
u0 = g0(x)jx=x(t)  u ; u(0) = v ; kvk = 1; (29)
äëß ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîêàçàòåëåì Ëßïóíîâà òðàåêòîðèè xn (èëè ðåøåíèß x(t))










ln ku(t)k : (31)
Ìåòîä Áåíåòòèíà. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçàòåëß ïî ôîð-
ìóëàì (30), (31) çàòðóäíåíî ýêñïîíåíöèàëüíûì èçìåíåíèåì ðåøåíèß ñèñòå-
ìû (27) ïðè max 6= 0, êîòîðîå âëå÷åò çà ñîáîé íåèçáåæíîå ïåðåïîëíåíèå
ëþáûõ ÷èñëîâûõ òèïîâ. Ñàìûé èçâåñòíûé àëãîðèòì ïðåîäîëåíèß ýòîé ñëîæ-
íîñòè áûë ïðåäëîæåí Áåíåòòèíîì. Îí ñîñòîèò â ïåðåíîðìèðîâêå ðåøåíèß
ñèñòåìû (27) ÷åðåç êàæäûå N èòåðàöèé.
Íåóäîáñòâî àëãîðèòìà Áåíåòòèíà çàêëþ÷àåòñß â òîì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
äëß ðàçíûõ ñèñòåì ñëåäóåò âûáèðàòü ðàçíîå N , ïðè÷åì êðèòåðèé ýòîãî âû-
áîðà ïëîõî ôîðìàëèçóåì: òðåáóåòñß, ÷òîáû çà N èòåðàöèé íîðìà ðåøåíèß un
íå èçìåíèëàñü ¾ñëèøêîì ñèëüíî¿.
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Ìåòîä äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêè. Ïðåäëîæåííûé â [1] ìåòîä
äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâêè ëèøåí óïîìßíóòîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå
íåäîñòàòêà; ïðèìåíèòåëüíî ê îòîáðàæåíèßì îí çàêëþ÷àåòñß â ñëåäóþùåì
(äàííûé ðåçóëüòàò èçëîæåí â [6]): ôèêñèðóåì äâà ÷èñëà umax > 1 è umin 2
(0; 1). Äàëåå, â öèêëå ïî m  1 áóäåì ïàðàëëåëüíî âû÷èñëßòü î÷åðåäíûå
èòåðàöèè ñèñòåì (26) è (27) äî òåõ ïîð, ïîêà kunk íå âûéäåò çà ïðåäåëû îò-
ðåçêà [umin ; umax]; à êîãäà ýòî ïðîèçîéäåò (îáîçíà÷èì òàêîé íîìåð n çà km),
íîðìèðóåì ðåøåíèå ñèñòåìû (27).













; km 1  n  km :
(32)
Çäåñü äëß óíèôèêàöèè îáîçíà÷åíèé k0 = 0; è ïðè m = 1 ñèñòåìà ïðîñòî
ñîâïàäàåò ñ (27). Îáîçíà÷èì m(n) êîëè÷åñòâî ïåðåíîðìèðîâîê, ïðîèçâåäåí-
íûõ äî n-é èòåðàöèè âêëþ÷èòåëüíî è îòìåòèì, ÷òî äëß äàëüíåéøèõ ðàññóæ-
äåíèé áåçðàçëè÷íî, áóäåò ëè îíî êîíå÷íî èëè áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü
ñ ðîñòîì n.







ln ku(i)ki k : (33)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû (30) ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó äëß íîðìû
ðåøåíèß ñèñòåìû (27) ñëåäóþùåãî âèäà:
kunk = exp
 
max  n+ (n)

; (n) = o(n) ïðè n!1 : (34)
Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî max 6= 0. Â ñèëó (34) íîðìà ðåøåíèß un ëè-
áî íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, ëèáî ñòðåìèòñß ê íóëþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè
n!1 òàêæå ê áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìßòñß âåëè÷èíû m(n) è km(n)  íàèáîëü-
øèé íîìåð èòåðàöèè, íå ïðåâîñõîäßùèé n, ïðè êîòîðîì ïðîèçîøëà ïåðåíîð-
ìèðîâêà.




ku(i)ki k : (35)
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Ïîäñòàâèì â (34) n = km(n) è ïðèðàâíßåì (34) è (35):
exp
 















Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî lim
n!1
n=km(n) = 1 : Ýòî ñëåäóåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåí-











Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ëåãêî ïîëó÷èòü, âûðàçèâ km(n) èç (36). Íàêîíåö, ïåðåé-
















ln ku(i)ki k :
Òåïåðü âåðíåìñß ê ñëó÷àþ max = 0 ; ïðè êîòîðîì âîçìîæíî êîíå÷íîå êî-
ëè÷åñòâî ïåðåíîðìèðîâîê (åñëè îíî íåîãðàíè÷åííî, ïðîâåäåííûå âûøå ðàñ-
ñóæäåíèß ïîëíîñòüþ ïîâòîðßþòñß). Íî åñëè m(n) = m0 ïðè âñåõ n > n0, òî
ðàâåíñòâî (33) çàâåäîìî ñîõðàíßåòñß, òàê êàê ñóììà â íåì ñòàíîâèòñß îãðà-
íè÷åííîé. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Âû÷èñëåíèß ìîæíî ïðîèçâîäèòü, îòáðîñèâ çíàê ïðåäåëà â (33), ëèáî, â
ñëó÷àå çàâåäîìî áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ïåðåíîðìèðîâîê, ïî àñèìïòîòè÷å-
ñêîé ôîðìóëå (36).
Â çàêëþ÷åíèè ïîäâîäßòñß îñíîâíûå èòîãè ðàáîòû, à òàêæå íàìå÷àþòñß
âîçìîæíûå ïóòè ïðîäîëæåíèß èññëåäîâàíèß.
Â ïðèëîæåíèè ïðåäñòàâëåíû êëþ÷åâûå âûäåðæêè èç êîäà ïðîãðàììû
Tracer3, íàïèñàííîãî íà ßçûêå Object Pascal: ïðîöåäóðà run-time êîìïèëß-
öèè â ïàìßòè ìàøèííîãî êîäà âû÷èñëßåìûõ ôóíêöèé, ïðîöåäóðà âû÷èñëå-
íèß ñïåêòðà ëßïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîé ïåðåíîðìèðîâ-
êè. Òàêæå â ïðèëîæåíèå âêëþ÷åíû âñïîìîãàòåëüíûå ïðîöåäóðû ïàêåòà ñèì-
âîëüíûõ âû÷èñëåíèé Mathematica.
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Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè
Ñòàòüè â âåäóùèõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ, âêëþ÷åííûõ â ïåðå÷åíü ÂÀÊ:
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